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Cwiczenie nidl

Temat:
Analiza korelaciji i regresji dwéch zmiennych

Zakres éwiczenia

Na linii produkcyjnej w warunkach produkcji wielkaryjnej produkowaneasprzedmioty.
Zachodzi podejrzeniege wystpuje nadmierne ztywanie s¢ ostrza nargzia w funkcji czasu
powodupce wyrane zwekszanie sj wymiaru w kolejnych przedmiotach schadych z linii
produkcyjnej. Naley sprawdzt prawdziwag¢ tego przypuszczenia metpdnalizy korelaci
i regresji zmiennych. Naky w tym celu:
1. Wykona& pomiary wymiarow:
a) 12,7k7 — szerok& ptytki skrawajcej,
b) 53js13 — dtugkd sruby,
c) P30ZA8 —srednica otworu pigcienia,
d) 9044el10-srednica zewetrzna piefcienia,
e) 125k11 — diugéc watka,
f) ©12d8 —srednica waitka.
50 szt. wyrobow i utrwadi wyniki pomiaréw w arkuszu kalkulacyjnym.
2. Opracowa procedug obliczeniow oraz wyznacz§wspotczynnik korelacii,,, z proby
migdzy numerem kolejnego przedmiota jego wymiarenx;.
3. Okresli¢ zaleznosé korelacyjr migdzy badanymi zmiennymi.
4. Wykona test istotnéci wspotczynnika korelacji (sprawdznipotez, ze zmiennec i y
s3 skolerowane).
5. Wyznaczy wartdgsci wspotczynnikowa i b rownania regresji liniowey = ax + b.
6. Przy wspétczynniku ufri@i 0,95 oszacowametod, przedziatovg liniowa funkcje
regresiji.
7. Wykona wykres badanej zataosci (regresji) wraz z krzywymi ufrici.
8. Wykon& analiz wynikow obliczé.
9. Sformutowa& wnioski.



. PODSTAWY TEORETYCZNE

Przy badaniu populacji generalnej rownaeie ze wzgidu na dwie lub wicej cech
mierzalnych postugujemyspojeciami regresji i korelacji. Oba te poja dotyca zaleznosci
miedzy zmiennymi, przy czym Kkorelacja zajmuje sSilg tej zalenosci, a regresja - jej
ksztattem, okréa rodzaj zalenosci miedzy cechami (liniowa, krzywoliniowa).

Generalnie, po ustalenize miedzy badanymi cechami istnieje niezbyt staba (istpkorelacja,
przystpuje st do znalezienia funkcji regresji, ktéra opigujmatematycznie zwzek
pomicdzy zmiennymi, pozwala na przewidywanie wécigednej cechy przy zateniu, ze
druga cecha przgha okr&long wartas¢. Analiza korelacji i analiza regresp stosowane, gdy
konieczne jest zbadanie zatesci miedzy dwiema zmiennymi, np. potwierdzenie (lub
odrzucenie) zalmosci przyczynowo-skutkowych wykorzystywanych w steemiu jakdcig.

Diagram korelacji w literaturze przedmiotu wystje take pod innymi nazwami:
wykres rozrzutu, wykres zmiennych, wykres korelacji
Wykresy korelacji $ uproszczogformg graficznej ilustracji zwgzku zachodzcego pomgdzy
dwiema zmiennymi (rys. 1.).

a) silna korelacja dodatnia b) silna korelacja ujam  c) korelacja liniowa

Tyy = 0,998 Tey = —0,997 Tey = 0

d) korelacja dodatnia e) korelacja ujemna f) brakelacji

¢ r,=-0487 Ty = 0
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Rys. 1. Przyktady zmiennych mocno skorelowanychbd) stabo skorelowanych d) i €) oraz
nieskorelowanych c) i f).



W celu sporzdzenia diagramu korelacyjnego dane przedstawiaasiwspotrzdnych
prostokgtnych reprezentggych obie zmienne poprzez nanoszenie na wykres townk;,
ktorych potaenie na wykresie wynika z wakm poszczegoélnych par wynikog;, y;). Aby
uzyska& wiarygodny obraz badanej zateici, wskazane jest przeanalizowanie stosunkowo
duwzej liczbyn par danych (wicej nzn = 30).

Sposob grupowaniaespunktow na wykresie uwidacznia zatesci korelacyjne ngdzy

badanymi zmiennymi:

» jezeli punkty uktadaj sic w poblizu pewnej krzywej, oznacza tee pomedzy badanymi
zmiennymi zachodzi znagza korelacja. Krzyw t¢ maozna aproksymowa
odpowiedny funkcja regresji ze wskazaniem sity zgku miedzy tymi wielkagsciami
w postaci wspétczynnika korelacji. W najprostszymaypadku, punkty ukladajsie
w poblizu prostej o dodatnim lub ujemnym wspoétczynniku pdehia (regresji). Mowi
sic wowczas o zachodzeniu pamiy nimi odpowiednio korelacji dodatniej lub
ujemnej (rysunki 1a i 1b), zmienng skorelowane.

* jezeli punkty g na wykresie rozproszone lub ume wzdtd prostej prostopadtej do
jednej z osi uktadu wspokdnych, oznacza tae badane wiellki nie g skorelowane,
s3 od siebie niezaime (rysunki 1c i 1f).

* jezeli punkty wykazuj pewne skupienie i twogz,chmur" rozciagajca sic wzdtuwz
pewnej krzywej (rysunki 1d i 1e), moa mowe o istnieniu lub nie istnieniu korelaciji
zmiennych dopiero po wykonaniu niegdmych obliczé, tj. wartagci wspotczynnika
korelacji z probyr,,,, oraz wartéci statystykit testu istotnéci hipotezy,ze zmienne
x i y nie g skorelowane, wobec hipotezy alternatywnej.

Nalezy podkréli¢, iz wspotczynnik korelacjt,, = +1 lubr,,, = —1 (Scista zalenos¢) nie
oznacza,ze pomegdzy zmiennymi musi zachodzizwigzek przyczynowo-skutkowy, np.
wartas¢ strzatki ugecia f belki pod dziataniem sity F. Najgxiej rzeczywicie tak jest, ale
w kazdym przypadku powinno to Bywykazane dodatkoyvanaliz fizyczng istoty zaleénosci.
Jezelirn, = +1, a zwizek przyczynowo-skutkowy nie wygtuje, oznacza to, ze zyziek
statystyczny staje szwigzkiem funkcyjnym.

Wspotczynnik korelacji ma nagiujaca interpretadg:

r =0 — nie ma korelacji, czyli nie ma liniowego zwku mkdzy dwiema zmiennymi
losowymi,

r =1 — zachodziscisty dodatni zwgzek medzy dwiema zmiennymi. Gdy jedna z tych
zmiennych przyjmuje wksze wartéci, druga take przyjmuje wgksze wartéci (i na odwrot),

r = —1 — zachodziscisty ujemny zwiazek medzy dwiema zmiennymi. Gdy jedna z tych
zmiennych przyjmuje wksze wartéci, to i druga przyjmuje mniejsze wastd (i na odwrét),

r znajduje si w przedziale(—1,1) - wartaé¢ wspotczynnika korelacji jest miarsity
liniowego zwihzku miedzy dwiema zmiennymi.



Klasyfikacja zalenaosci korelacyjnej

|r] = 0 - brak korelacji

0,0 < |r| £ 0,1 - korelacja nikta

0,1 < |r| £ 0,3 - korelacja staba

0,3 < |r| £ 0,5 - korelacja przeetna

0,5 < |r| < 0,7 - korelacja wysoka

0,7 < |r| £ 0,9 - korelacja bardzo wysoka

0,9 < |r| < 1,0 - korelacja niemal petna

|r] = 1 - korelacja petna

Korelacg petry mazna nazwaé rowniez zaleznoscia funkcyjng, co oznaczaze pomedzy x iy
istnieje funkcja, ktéra odwzorowujew y bez wysgpowania jakiejkolwiek reszty, &du.

Mozna réwnie spotka sie z nas¢pujaca klasyfikach zaleznosci korelacyjnej:

0,0 < |r| < 0,2 - brak korelacji (brak zvgzku liniowego)

0,2 < |r| < 0,4 - korelacja staba

0,4 < |r| < 0,7 - korelacja (umiarkowandgyednia

0,7 < |r| < 0,9 - korelacja silna

0,9 < |r| < 1,0 - korelacja bardzo silna

Nalezy pamkta¢, ze sama interpretacja sity zygku jest mniej wana niz informacja czy dana
zaleznosé jest istotna statystycznie.zédi nie jest to oceniamyge wedtug statystyki (przyfego
poziomu istotnéci) uzyskana wartd jest dzietem kidu niz prawdziwej zalenosci. Jeeli
przyjmiemy jedm czy drug klasyfikacg nie popetnimy kidu - jezeli postugujemy si dary
skah sity korelacji naley na wstpie zaznacz§;, z jakiej korzystamy w przedstawieniu
wynikow.

Obliczenie wspdtczynnika korelacjir,., z proby
Estymatorem nieobgitonym i zgodnym wspoétczynnika korelacji miedzy dweaem

badanymi cechamxi i y w populacji jest wspoétczynnik korelacji z proby éksperymentu),
zwykle oznaczany symbolem,, i obliczany zn par(x;, y;) wynikow proby wedtug wzoru:
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Ty — Wspotczynnik korelacji poradzy x i y

x;, X — wartgci rozpatrywane srednia arytmetyczna zmiennej niezaiej,
¥, ¥ - wartcci rozpatrywane ¢rednia arytmetyczna zmiennej zailej,
gy, 0, — 0dchylenia standardowe zmiennychy

n —ilos¢ obserwacji



gdyr = +1 lubr = —1 istniejescista zalenos¢ w postaci funkcji liniowely = ax + b, gdy
r = 0 zmienne g nieskorelowane —gsniezaléne, nie istnieje funkcja liniowa zaleosci im
| | jest blizszal, tym korelacja jest mocniejsza.

Na podstawie wynikow tej préby nale sprawdzt hipotez, ze zmiennex i y nie @
skorelowane, tzn. hipote#l, : p = 0, wobec hipotezy alternatywnHj : p # 0.

Test istotnéci dla tej hipotezy jest nagiujacy:

obliczamy warté¢ wspétczynnika korelacjr z préby oraz warks statystyki

T
oz e @)

t =
Statystyka ta ma przy zaeniu prawdziweéci hipotezy H, rozkiad t-Studenta zn — 2
stopniami swobody. Z tablicy rozktadtStudenta dla ustalonego z géry poziomu ist&tne
i dla k =n — 2 stopni swobody odczytuiemy wafto krytyczrg t,, tak by
P{lt] = to.} = .
Jezeli z porownania obliczonej wadd t z wartdcia Krytyczm t, , otrzymamy nierowng
[t] = t,\ to hipotez H, 0 braku korelacji ngidzy zmiennymi trzeba odrzuc{czyli, istnieje
korelacja/zalenos¢ migdzy zmiennymi na przgfym poziomie istotnéci a).
Gdy, natomiast|t| < t,, to nie ma podstaw do odrzucenia hipotHgyze zmiennex i y s
nieskorelowane - niezalee (czyli, brak korelacji/zamosci migdzy zmiennymi, na przyjym
poziomie istotnéci «).

Wyznaczenie funkcji regres;ji liniowej

Analiza regresji liniowej, zwana rowrie regresj prost okresla sposob
przyporzdkowania jednej zmiennej losowej (zmiennej zakg y) wartaci innej zmiennej
(zmiennej niezalimej x), za pomog funkcji matematycznej i odpowiedniego wykresu (12)s
Moze to mi€ duze znaczenie w przewidywaniu wzajemnego zachowagiabsl parametrow.

O ile wspotczynnik korelacji liniowej mowi ham jdlardzo danessod siebie zatene
o tyle regresja liniowa moéwi nam jak bardzo zmiginiy gdy zmienimyx.
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Rys. 2. Wyznaczenie linie regresji

Wyznaczenie funkcji regresji liniowej (rys. 2) pgena wyznaczeniu wspoétczynnikdw a
linii prostey:

y=ax+b 3)
gdzie:
a:Z?ﬂ(xi_f)*(}’i_)_’)zcov(x'}’):r *& (4)
Z?=1(xi - f)z 0-9? il Oy
b=9y—ax (5)

a - estymator wspétczynnika regregjwzgledemx, wspoétczynnik nachylenia prostej regresiji,
b — stata

x;, X —wartgci rozpatrywane $rednia arytmetyczna zmiennej niezailej,

y;, ¥ — wartgci rozpatrywane $rednia arytmetyczna dla zmiennej Zaiej.

cov(x,y) — kowariancja zmiennychi y

gy, 0, — 0dchylenia standardowe zmiennychy

Ty — Wspotczynnik korelacji poradzy x i y

Analiza regresji pozwala na:
» ustalenie istotnai zwigzku midzy wielkasciami,
» ustalenie wptywu parametréw procesu na cechy wyrobu
» ustalenie wptywu cech charakteryzeych jak@gé typu i jakégé wykonania wyrobu na
jego parametry iytkowe.

Nalezy dod&, iz zwiazki pomidzy analizowanymi zmiennymi megniec takze charakter
nieliniowy np. paraboliczny - krzywoliniowa funkcjagresiji.



Wyznaczenie obszaru ufnfci

Korzystajc z zalgenia o normalnai rozkladu, mana zbudowa tzw. obszar ufni
pomidzy krzywymi ufndci dla prostej regresjy = ax +  oraz przedziat ufriei dla
wspotczynnika regresit korzystagc z wzorow matematycznych paszych modeli.

MODEL 1
Oszacowanie parametrow liniowej regrgsg= ax +  wraz z jej obszarem ufgo

Dwuwymiarowy rozktad badanych dwoch cech mierzainyd y w populacji generalnej jest
normalny lub zbliony do normalnego. Z populacji tej wylosowano dohymn elementow
i otrzymano dla tych cech wynikify;) (i = 1,2, ..., n).

Na podstawie wynikow proby nadg oszacowa parametry liniowej regresji = ax +  wraz

Z jej obszarem ufrigi.

Metoda najmniejszych kwadratéw daje gasiace oszacowanie prostej regresji
Jy=ax+b (6)

Estymatorya i b s3 nieobcyzonymi i zgodnymi estymatorami parametram . Obszar
ufnosci dla prostej regresy = ax + f ograniczony tzw. krzywymi ufrigi, wyznacza si
wedtug wzoru:

P{9; —tys,, <P <Pi+tys,}=1-y (7)
y; — 0znacza warto funkcji y = ax + b wyznaczonej wedtug wzorow (4) i (5),
y, — 0znacza wartg szacowanej funkcji regresji= ax + S,

t, — jest wartéciag zmiennej o rozktadzie Studenta, wyznaczare tablicy tego rozktadu dla
ustalonego z géry wspotczynnika ufsol — y dlak = n — 2 stopni swobody

PO S P Gk
yi = or |, " (x; — )2 (8)

gdzieS, jest odchyleniem przegnym od prostej regresji, obliczanym ze wzoru:

n—2

1 n
Sp= =50 01— ©

Okreslony w ten sposob obszar ufwd z prawdopodobigstwem1 — y (niepewndcia y)
pokrywa prawdziw funkcje regresji regresyy = ax +  w populacji generalne;.



MODEL II
Oszacowanie parametréw liniowej regregji= ax + f wraz z przedzialem ufdoi dla
wspotczynnika regresji regresi

Dwuwymiarowy rozktad badanych dwoch cech mierzainyd y w populacji generalnej jest
normalny lub zbltony do normalnego. Z populacji tej wylosowano dohyn elementow
i otrzymano dla tych cech wyniki(y;) (i = 1,2, ..., n).

Na podstawie wynikow proby nadg oszacowa parametry liniowej regresji = ax +  wraz

Z przedziatem ufriei dla wspotczynnika regres.

Przedzial ufnéci dla wspotczynnika regresjt funkcji regresjiy = ax + f w populacji
wyznacza s wedtug wzoru:

( s, )

<a<a-+tt, }=1—y (20)

S
P { a—t, 4
L /zzgl(xi - %) (i —0)°)
gdzie:

a — jest wspotczynnikiem regresji uzyskanym metodjmniejszych kwadratow dla funkcji
y = ax + b wyznaczonym z proby wg wzoru (4),

S, — jest odchyleniem przegnym od prostej regres;ji, obliczanym ze wzoru (9),

t, — jest wartéciag zmiennej o rozktadzie Studenta, wyznaczare tablicy tego rozktadu dla

ustalonego z géry wspotczynnika ufisol — y dlak = n — 2 stopni swobody.

Dla wyznaczenia przedzialu uffw dla wspotczynnika regresjt trzeba znalg
y = ax + b, tj. oszacowanie catej liniowej funkcji regres;ji.

PRZYKLAD

Badajc zalenos¢ miedzy wielkaicia x pewnego wyrobu a zyciemy pewnego surowca
zwzywanego w produkcji tego wyrobu otrzymano dla lospwroby n = 7 obserwacii
nastpujace wyniki ¢¢; w tys. sztuky; w tonach).

Tabela 1. Zalenos¢ x wyrobu medzy zwycie surowcay
X; 1 2 3 4 5 6 7
Vi 8 13 14 17 18 20 22

Nalezy przy wspétczynniku ufnai 0,95 (95%) oszacowanetod, przedziatovy zarowno cat
liniowa funkcje regresiji, jak i sam wspotczynnik regresjiyaia surowca wzgdem wielkgci
produkciji.



Nanoszc otrzymane punkty empiryczi®(x;, y;) na wykres (rys. 3) mma stwierda, ze
badamn regrest mazna przyjé za liniowns.
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Rys. 3. Liniowa funkcja regresji wraz z krzywymnfci

Estymacg liniowej funkcji regresji przeprowadzono wedtug avaw z MODELU .
Wartasci estymatoréwa i b wyznaczono metadhajmniejszych kwadratow stogajwzory (4)
I (5). Odpowiednie obliczenia przeprowadzono tatyetznie w programie Microsoft Excel.

Tabela 2. Obliczenia

= s SR
Ul | s s lm BT T £ 8
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1] 8| -3]-8|24] 9| 64]9,5[2,25 0,321] 0,464 0,681] 0,694,8]7,8|113
2[13]2|3[ 6| 4| 9]11,71,69 0,143| 0,286 0535 0,545,4/10,313,1
3[14| 1|22 1| 413,80,04 0,036] 0,179 0,423| 0,431,1]12,714,9
4[17]0| 1] 0] 0] 1] 16,100 0,000] 0,143 0,378 0,388,0/15,017,0
5[18] 1| 2| 2| 1| 4| 180,010,036 0,179 0,423 0,431,1]17,019,2
620 2| 4| 8] 4| 1620,20,04 0,143| 0,286 0535 0,545,418,8216
7]22[ 3] 6|18 9| 36]22,40,16 0,321] 0,464 0,681] 0,694,8|20,624,2
Y|2g/112 60[ 28134  [5,19 0,143
28
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stad

_80 o
=28~

b=16— (2,14 4) =74

Otrzymano zatem oszacowanie prostej regresji:
9=214x + 74

Wartcici y; oraz kwadraty ich odchyteempirycznych wartei y; obliczono w tabeli 2.

1
S, = o 519 =,/1,038 = 1,02

Dlak = n — 2 i dla przygtego wspoétczynnika ufrici y = 0,95 otrzymano z tablic rozktadu
t-Studenta wartd t, = 2,571. Ponadtci— = % = 0,143.

Wartcsci Sy, oraz rzdne punktow lgacych na krzywych ufnii przedstawiono w tabeli 2.
W ostatnich dwoch punktach tabeli otrzymano dlacwdpdnich odgjtych x; rzedne punktow
lezacych na dolnej i gérnej krzywej ufdd. Krzywe te naniesiono na rys. 3.

Obszar mgdzy tymi krzywymi z prawdopodohistwem 95% pokrywa nieznarfunkcije
regresjiy = ax + f w populacji generalnej. Przedziat ufco dla wspotczynnika regresji
otrzymano ze wzoru podanego w MODELU IlI.

a =214
t, = 2,571
S, =1,02

n 2
Z(xi ~ %) =+28=5.29
i=1

Przedziat ufnéci dla wspotczynnika regresj jest nasipujacy:

S

P{a—t, 4
/m;m—@z
1

2,14 — 2,571 *

Sy

<a<a+tt, =1-y
/m;m—@z
02 <a<214+2571 1,02
3
529 %S % ’ 5,29
Czyli

2,14 —0,50 < a < 2,14 + 0,50

1,64 < a < 2,64

Korelacja
o =[O = %) * (v = ¥)] __ 60
Y B G — 0T o, (- )2 V28134

Tey = 0,979
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